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ANGULOS

ANGULO DE DOS RECTAS

Si tenemos dos rectas r y s en las que el vector director es respectivamente
V:(V11V2’V3) y w :(W1’W2’W3)-

El angulo que forman estas rectas seria el mismo que forman sus vectores
directores, que podriamos sacar por el producto escalar de dos vectores.
Es decir:

cos(r,s) = |\7'W| _ |V1'W1+v2-W2+V3,W3|

1] - W - \/vf +v2 V2 \/le + W3 +w?
Ej: Sean las rectas r y s siguientes, calcular el angulo que forman:
r_x—2_y+3_z—4
3 2 1 :{\i=(3,2,1) ~ cos(rs) = 3-1+2-(-2)+1-3 2
o X-l_y-2_z+1 W =(1,-2,3) V32422417 1P 4 (-2) + 3 V15415
1 -2 3

= cos(r,s)= 2, (r,s)= arccos-2- = 82°20'16"
15 15

ANGULO DE RECTA Y PLANO

Si tenemos una recta r de vector director V=(v,,v,,v,) y un plano a:

Ax+By+Cz+D=0

El angulo que forman el vector de la recta y el del plano (el normal) lo
podriamos hacer por el producto escalar, como los angulos entre los
vectores y el angulo entre la recta y el plano son complementarios
tendriamos:

cos(V,ii)=-——— = sen(r,o.) = cos(V,fi) =

V[ |7 \/vf+v§+v§-\/A2+Bz+C2

Ej: Sean la rectary el plano a siguientes, calcular el angulo que forman:

X-1 y-2 z+2 -
r: = = v=(231) ~ 2:1+2-(-2)+1-2 ~
2 3 1 {ﬁ _ (11_212)} =sen(r, o) =

a:X—2y+2z2-6=0 _V22+32+1Z'\/12+(—2)2+22

= |2_4+2| = 0 :0:>(r oc)=0
JA+9+41-1+4+4 149 ’

V,-A+Vv,-B+v,-C
| G
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ANGULO DE DOS PLANOS

o:Ax+By+Cz+D=0=1, =(AB,C)

B:AX+BYy+Cz+D'=0=H, =(A"B,C)
IA-A"+B-B'+C-C/|

JA? +B?+C? A2 + B2 +C"

Sean los planos {

fi, i
i

Ej: Sean los planos a y B siguientes, calcular el angulo que forman:

4

= cos(a,B) =

cos(a, B) =

=i
=Sl

:

o:3X+2y-z+6=0=17, =(32,-1)
B:2x-3y+2z-5=0=1i, =(2-32)

.yl B 2+2( 3)+( 2| 6-6-24 _
COS(OL’B)—|ﬁa|_ﬁﬁ‘zcos(a’ﬁ)_\/ 2, 92 \/22 ) + 22 \/9+4+1-\/4+9+4_
2 2

ol = (o, p)=82'33'4"
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DISTANCIAS

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Si consideramos dos puntos: P=(x,,y,,z,) ¥ Q=(X,,Y,.,z,) la distancia
entre ellos viene determinada por la expresion:

d(P,Q)= \/(Xz —x, ) +(y,-y,) +(z,-z,)) Como se puede ver esta

expresion es el médulo del vector PTQ
Ej: Sean los puntos P y Q siguientes, calcular su distancia:

P=(3-2) y Q=(-223)

d(P,Q) = /(- 2-1) +(2-3 +(3—=(=2)) = /(=3 +(~1) +5? =+/9+1+25 =+/35

DISTANCIA ENTRE PUNTO Y RECTA

La distancia de un punto P a una recta r vendra determinada por la linea
recta, que sera la distancia mas corta. Esta linea recta es la perpendicular
trazada desde dicho punto a la recta. El punto sobre la recta donde incide
la perpendicular lo vamos a llamar Q (proyeccion de P sobre r).

La distancia por tanto de P a r es el modulo del vector P—Q

Si tenemos en cuenta los datos siguientes:

v=(v,v,,v,) P=(x.,y,,2,) ¥ A=(x,,Y,,z,)donde A es un punto de la
recta.

‘Ava

d(P,r)= G

Ej: Sean el punto Py la recta r siguientes, calcular su distancia:

P=(322) P=(322) -
) { (3

ﬁ AP =(32,2)-(-213)= (511
ox+2_y-1_z-3;=1V=(-21) )-(-213)=61-1)

3 -2 1 A=(-213 ~2.1)
ik
5 1 -
oy 62 DxG20 [8 2 1] [i-3j-10k-3k-2i-5] |-i-8j-13¢
| B-21) (o) +r Jora+l V12
1)+ (-8F +(-13F V11644169 _ J234 \/234 \/117
V14 Jia
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DISTANCIA ENTRE PUNTO A UN PLANO

La distancia de un punto P a un plano a vendra determinada por la linea
recta, que sera la distancia mas corta. Esta linea recta es la perpendicular
trazada desde dicho punto al plano. El punto sobre el plano donde incide la
perpendicular lo vamos a llamar Q (proyeccion de P sobre a).

i=(n,n,,n,) P=(x,y,,z,) v A=(x,,¥,,z,) donde A es un punto del
plano y n el vector normal al plano.

W’-ﬁ‘ AX, +B D
o) ~ d(p,a)= BN C7 <D
VA +B°+C

Ej: Sean el punto P y el plano a siguientes, calcular su distancia:

P = (2-1-1) } B P=(2-1-1)

(235 | d(P.o =|2-2+3-(—1)+(—5)-(—1)—5|
a:2Xx+3y—-52-5=0 A:((21:i,0)5) d(P.cc) \/22+32+(_5)2

_|4—3+5—5|_ il 1
- J4+9+25 /38 /38

DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS PARALELOS

Supondremos un punto perteneciente a uno de los planos y hallamos la
distancia de ese punto al otro plano. Con lo cual la forma de calcularlo sera
como en el caso anterior.

DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN

Para poder calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan trazamos
los planos que las contienen que sean paralelos entre si, con lo cual
podriamos solucionarlo como en el caso anterior.
Ej: Sean las rectas r y s siguientes, calcular su distancia
- X-2 y+3 z-4

3 2 1 v=(321)

=9 =

o X-1_y-2_z+1 W =(1-2,3)

1 -2 3
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